
高等数学中梯度教学案例研究 

1 问题的提出 
在新时代，新工科的背景下,数学思维、逻辑思维在各个领域有广泛应用,是这些领域创

新发展的强有力的工具。高等数学课程是工科学生必修课程。提升高等数学课程的教学质量,

对新工科的人才培养质量有着十分重要的作用。数学工作者积极探索高等数学课程的教学改

革方法。高等数学课程是一门理论课，基础性强，应用领域广泛,将高等数学的知识点与实

际问题相结合做成的教学案例,对激发学生学习兴趣,更好掌握本课程教学知识点,培养学生

用高等数学知识解决实际问题的思维方式都起到了十分重要的作用。关于高等数学教学案例

的研究已经引起数学教育工作者的广泛关注
[1-4]

。 

高等数学教学案例从内容方面看,通用型案例是所有专业的学生都可以使用的,比如速

度加速度问题,面积体积问题,重心形心问题，最值应用问题等。而专业型案例通常是与学生

专业相关性较强的案例。比如气象相关专业的温度梯度可以刻画温度的扩撒方向,计算机等

工科专业的梯度下降法在机器学习中的应用;管理等专业的随机梯度估计在系统管理中的应

用等。针对方向导数和梯度的教学研究，数学教育工作者做了很多工作
[5-11]

，但在梯度的教

学案例方面成果很少，只有两篇
[11-12]

。 

温度梯度是指空间中温度分布的变化率，通俗讲是单位长度或单位面积内的温度变化量。

例如，一块热的金属板从一端加热，另一端为常温，那么板中心温度与板两端温度的差值就

是温度梯度。在大气科学的气候研究中，山区气温的垂直梯度是山区气候考察和研究的重要

问题之一。 

在机器学习的核心内容就是把数据喂给一个人工设计的模型，然后让模型自动的“学习”，

从而优化模型自身的各种参数，最终使得在某一组参数下该模型能够最佳的匹配该学习任务。

那么这个“学习”的过程就是机器学习算法的关键。梯度下降法就是实现该“学习”过程的

一种最常见的方式，尤其是在深度学习(神经网络)模型中，BP 反向传播方法的核心就是对

每层的权重参数不断使用梯度下降来进行优化。梯度下降法是一种常见的一阶优化算法，是

求解无约束优化问题的最基本也是最简单的方法之一。我们考虑连续可微函数 ( )f x ，那么

怎么找到 ( )f x 图像某段的局部极小点，就成为解决优化问题的核心。 

通过蒙特卡洛仿真估计的随机系统中目标函数关于参数的梯度称为随机梯度估计。随机

活动网络是系统管理中的一个系统，项目管理人员采用随机活动网络表示项目中计划完成的

各项生产活动的先后顺序和逻辑关系。那么，如何选取合适的估计方法对随机活动网络进行

随机梯度估计成为一个重点问题。 

本文给出了三个梯度应用案例，分别是温度梯度的应用,梯度下降法的应用和随机梯度

估计法的应用，针对问题进行了数值模拟和分析。 

2 预备知识 

2.1 温度梯度 

温度梯度分为垂直温度梯度和水平温度梯度，其计算公式为：
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表示函

数 ( )T x 的导数，即温度场梯度。在传热学中，不同的温度梯度会对热传导过程产生不同的

影响。例如，在一个稳态热传导过程中，传热速率正比于温度梯度。当温度梯度较大时，热

传导速率也会变大。 



2.1.1 图示理解 

如图 1 所示，方向 n 为法向方向， n 为两等温面的法向距离，t 为温度，两等温面的

温差 t 与其法向距离 n 的比值的极限，称为温度梯度，用 gradt 表示，温度梯度的大小可

记为
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为等温面法向方向的温度变化率。 

 

 

2.1.2 计算公式 

一般来说，我们可以通过温度场的梯度来计算温度梯度。 温度场是指物体内部各点的

温度分布情况，通常可以用一个 T 函数来表示。温度梯度是在等温面法线方向 n 上单位长

度的温度增量,它是一个矢量, 指向温度增大的方向，可表示为： 
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式（1）中，
T

n




指对 T 函数求关于 n 的偏导数，n为法向方向单位矢量。注意，在本

文中，gradt 表示温度梯度的大小，而 GradT 表示温度梯度这个矢量。 

2.2 梯度下降法 

梯度下降法，是一种常见的一阶优化算法，是求解无约束优化问题的最基本也是最简单

的方法之一。梯度下降法是机器学习中一种常用到的算法，但其本身不是机器学习算法，而

是一种求解的最优化算法。主要解决求最小值问题，其基本思想在于不断地逼近最优点，每

一步的优化方向就是梯度的方向。 

2.2.1 基本思路 

解决问题的基本思路就是，构造出一个序列
0 1{ , ,...}x x ，使其中的元素满足如下条件： 

 
1( ) ( ), 0,1,2...t tf x f x t+  =

 
（2） 

只要我们能不断地找到序列的下一个点，那么我们最终就能找到局部最小点。图 2 展示了寻

找最小点的过程。 

图 1 等温面、温度梯度与热流线示意图 

 



 

 

2.2.2 基本原理 

怎么保证每次找到的下一个点
1tx +
，一定满足

1t tx x+  呢？假设我们当前函数 ( )f x 如图 2

所示的形状，现在我们随机取得初始点
1x ，对于一元函数来说，函数值只会随 x 的变化而变，

那么我们就可以认为
1tx +
是上一个时刻的点沿某一方向走一个小步长 x 得到的。那么现在只

需确定方向即可。 

对于一元函数来说， x 只存在两个方向，即 0x  的正方向和 0x  的负方向，考虑泰

勒展式： 

 
)( ) ( ) (x f xf x f xx + +

 
（3） 

展式的左边是当前 x 的下一个点位，要使 ) ( )(f xx f x + ，就要 ( ) 0x f x   。令 

( ), ( 0)x f x  = −   其中步长 是一个较小的正数，从而就有 

 
2 0( ) ( ( ))x f x f x = −  

 
（4） 

将公式（4）带入公式（3），有 

 
) ( ( )) (( )f x f x f x xx f = − + 

 
（5） 

这样，我们就得到了
1 ( )t tx x f x+ = − ，也即，沿负梯度方向的一小步。 

2.2.3 常用的梯度下降法 

机器学习的本质就是“喂”给模型数据，让模型不断地去学习，而这个学习的过程就是利

用梯度下降法不断去优化的过程，目前最为常见的深度神经网络便是利用梯度的反向传播，

反复更新模型参数直至收敛，从而达到优化模型的目的。 

常见的梯度下降法包括随机梯度下降法（SGD）、批梯度下降法、Momentum 梯度下降

法、Nesterov Momentum 梯度下降法、AdaGrad 梯度下降法、RMSprop 梯度下降法、Adam

梯度下降法。每种算法都有自己的优缺点，对应解决不同的问题。 

2.3 随机梯度估计及随机活动网络 

通过蒙特卡洛仿真估计的随机系统中目标函数关于参数的梯度称为随机梯度估计。随机

活动网络是系统管理中的一个系统，项目管理人员采用随机活动网络表示项目中计划完成的

各项生产活动的先后顺序和逻辑关系。 

2.3.1 随机梯度估计方法 

图 2 寻找局部最小点的过程 

 



随机梯度估计方法分为间接的梯度估计方法和直接的梯度估计方法。间接估计方法分为

有限差分法和同时扰动法，直接的梯度估计方法分为扰动分析法（常用无穷小扰动分析法）、

似然比法，弱导数法和广义似然比法。 

2.3.2 随机活动网络 

随机活动网络由有向非循环图表示,生产活动时间为随机变量 iX , iX 相互独立，其分布

为 NiFi ,,2,1, = 。 p 为所有路径的集合, pp * 为最优路径，最优路径的时间可以表示

为:
*

( ) jj P
Y X X


= 。问题的目标是估计 dYdE /][ ,其中, 为 iX 的分布参数。 

将各种估计方法应用在随机活动网络上，得到各估计量的数值(平均值±标准误差)，再

与精确的均值作比较即可知道哪种估计量为合适的估计量。 

3 应用实例 
以下我们将介绍前两节的理论和方法如何应用于三个实例。 

3.1 温度梯度应用实例 

3.1.1 温度扩散方向 

已知 ,253)( 2 +−= xxxT 求点 ( )1,0 处的温度扩散方向。 

求温度扩散方向，只需求出
T

x




即可。 

由 ,253)( 2 +−= xxxT 有 6 5
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x
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在点 ( )1,0 处 1=
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即点 ( )1,0 处的温度扩散方向与 x 正轴夹角为 45°。 

3.1.2 温度梯度影响因素 

如表 1 所示，该表是根据数据计算出的不同季节、晴雨天气下的温度梯度，试分析各季

节和晴雨天气对温度梯度的影响。 

表 1  各季晴雨天的温度梯度（℃/100 米） 

 春 夏 秋 冬 平均值 

晴 0.632 0.731 0.595 0.474 0.6080 

雨 0.459 0.506 0.467 0.278 0.4275 

平均值 0.5455 0.6185 0.5310 0.3760  

从表 1 可见，在该地区，全年的温度梯度以夏季为最大，春秋次之，冬季最小。晴天时

的温度梯度比雨天的大。不论在哪个季节，晴天的温度梯度总比雨天的要大；不论是晴天还

是雨天，夏季的温度梯度总是最大的，而冬季的温度梯度总是最小的。其中，还可以看出冬



季雨天气温垂直梯度最小，仅 0.278℃/100 米，而夏季晴天气温垂直梯度最大，达到了

0.731℃/100 米。 

因此，可推断出，夏季和晴天会导致该山区的温度梯度增大，而冬季和雨天会导致该山

区的温度梯度减小。 

3.2 梯度下降法应用实例 

给定初始点
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3.3 随机梯度估计法应用实例 

3.3.1 随机梯度估计在随机活动网络中的应用 

如图 3 所示,考虑包含 5 个节点、6 条边的随机活动网络。节点 5 为任务终止点,所有路

径的集合为 )}54321(),5431(),5421{( →→→→→→→→→→=p 。生产活动时

间 iX 相互独立，服从均值为 i 的指数分布。现在需要选取合适的估计方法对其进行随机梯

度估计。 

 

图 3 随机活动网络 

 



 

生产活动时间 iX 服从均值为 i 的指数分布。令 11 == 为 1X 中的分布参数, *p 为使

生产活动时间最短的最优路径。根据研究，在具有 5 个节点、6 条边的随机活动网络中，当

11 == 时，无穷小扰动分析估计量可表示为 })21{()|( *

11 PX
d

dY
IPA →== 1


，其中，

21→ 表示路径， }{•1 是示性函数，括号内式子成立则函数为 1，反之则为 0；似然比估
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其中， )(+

iX 服从形状参数为 2、尺度参数为 1 的爱尔朗分布。各估计量表达式如公式（6）

所示。 
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（6） 

实验在指数分布的设定下,比较 3 种估计量和单边前向有限差分估计量 ( )FD c ，当 c 为

0.001 时， ( )0.001FD 的均值最为精确。实验可得到各估计量的数值(平均值±标准误差)。 

如表 2 所示,当 c 为 0.1 时, ( )0.1FD 的均值较小;当 c 为 0.01 时, ( )0.01FD 的方差较大。基

于 158 次独立的仿真实验,在指数分布下, ( )0.001FD 的梯度估计量的均值为 0.591。这表明,

无穷小扰动分析估计量,似然比估计量和弱导数估计量具有无偏性。 

表 2  随机活动网络最优路径时间的梯度估计量(平均值±标准误差) 

 IPA LR WD FD(0.1) FD(0.01) 

指数分布 0.591±0.0006 0.591±0.0119 0.591±0.0018 0.441±0.0120 0.594±0.1167 

 

建议在该问题中，选择无穷小扰动分析估计量,似然比估计量和弱导数估计量进行随机

梯度估计来实现总工期最短的目标。 

3.3.2 问题引申 

该例缺少了广义似然比法，如果用广义似然比估计量会怎么样？ 

实际上，广义似然比法是在似然比法的基础上产生的，因为似然比法不适用样本表现带

有结构参数的问题，广义似然比法便在似然比法的基础上解决了这一问题。由于在该例中，

样本表现 )(XY 不包含结构参数,广义似然比估计量与似然比估计量是相同的。 

因此，如果在该例中使用广义似然比估计量进行计算，最后的结果也会跟似然比估计的



结果相同。如果样本表现 )(XY 包含了结构参数，那似然比法将不再适用。 

3.4 结果分析 

本文给出了梯度的三个应用实例，分别关于温度梯度，梯度下降法和随机梯度估计法。

结果表明，在不同的领域，均可以利用梯度来解决实际问题。下一步的工作可以寻找梯度在

其他领域中的应用，使得结果更加丰富，进一步完善本课题。 
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